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流体工学I
7回目

ベルヌーイの定理の応用、
渦運動と循環の概念

渦運動

渦運動（回転のある流れ）
平行移動＋回転
ひずみ＋回転
平行移動＋ひずみ＋回転

回転量は回転中心を通る対角線を観る。

渦なし運動（ポテンシャル流れ）
平行移動
ひずみ
平行移動＋ひずみ

流体の微小要素（粒子）



2023/6/22

2

流体の微小要素 ひずみ＋回転

ひずみ＋回転ひずみ
回転なし

A B

CD

A’ B’

C’D’
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𝛼 =
𝑣ଶ

𝑟
+

𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

𝑣ଶ

𝑟
曲率半径 r に対する角加速度 𝜔
𝑣 = 𝑟𝜔
𝛼 = 𝑟𝜔ଶ
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𝑑𝑧

𝑑𝑛
= cos 𝜃

𝜌𝑑𝐴𝑑𝑛 𝑔

𝜌𝑑𝐴𝑑𝑛 𝑔 cos 𝜃

𝑑𝑧

𝑑𝑛𝜃

𝜃

𝛼 =
𝑣ଶ

𝑟
+

𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

𝑣ଶ

𝑟

𝜌𝑑𝐴𝑑𝑛 𝛼

= 𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 𝑑𝐴 − 𝑝𝑑𝐴

+ 𝜌𝑑𝐴𝑑𝑛 𝑔 cos 𝜃

𝑣ଶ

𝑟
=

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑛
+ 𝑔

𝑑𝑧

𝑑𝑛

𝛼 =
𝑣ଶ

𝑟
+

𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

𝑣ଶ

𝑟
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旋回流れ
𝜃方向
流線のベルヌーイの式 ( ヘッドm )

𝑝

𝜌𝑔
+

𝑣ఏ
ଶ

2𝑔
+ 𝑧 = 𝐶𝑜𝑛𝑠. = 𝐻 𝑟

流線のヘッドは半径( r )毎に異なる

𝐻 𝑟  =
𝑝

𝜌𝑔
+

𝑣ఏ
ଶ

2𝑔
+ 𝑧

𝑑𝐻

𝑑𝑟
=

1

𝜌𝑔

𝑑𝑝

𝑑𝑟
+

𝑣ఏ

𝑔

𝑑𝑣ఏ

𝑑𝑟
+

𝑑𝑧

𝑑𝑟
【法線 ( n )方向の運動方程式】( 3.23 )

𝑣ఏ
ଶ

𝑟
=

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟
+ 𝑔

𝑑𝑧

𝑑𝑟

𝑣ఏ
ଶ

𝑟
− 𝑔

𝑑𝑧

𝑑𝑟
=

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟

𝑑𝐻

𝑑𝑟
=

1

𝑔

𝑣ఏ
ଶ

𝑟
+

𝑣ఏ

𝑔

𝑑𝑣ఏ

𝑑𝑟

=
𝑣ఏ

𝑔

𝑣ఏ

𝑟
+

𝑑𝑣ఏ

𝑑𝑟

𝐻 𝑟

𝑑𝑧

𝑑𝑟
=

1

𝑔

𝑣ఏ
ଶ

𝑟
−

1

𝜌𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝑟

𝑑𝐻

𝑑𝑟
=

𝑣ఏ

𝑔

𝑣ఏ

𝑟
+

𝑑𝑣ఏ

𝑑𝑟
    ( A )

強制渦運動 【外部とのエネルギーの授受がある流れ】
𝐻は r 方向に分布があり、流れの旋回速度𝑣ఏは、その角速度を𝜔（一定）とすると、
𝑣ఏ = 𝑟𝜔
である。したがって、( A )は
𝑑𝐻

𝑑𝑟
=

𝑣ఏ

𝑔

𝑣ఏ

𝑟
+

𝑑𝑣ఏ

𝑑𝑟
=

𝑟𝜔

𝑔

𝑟𝜔

𝑟
+

𝑑𝑟𝜔

𝑑𝑟
= 2

𝑟𝜔ଶ

𝑔

となり、これを積分し、 𝑟 = 0で 𝐻 = 𝑧とすれば、

𝐻 =
𝑟𝜔 ଶ

𝑔
+ 𝑧

流体の全ヘッド 𝐻は圧力ヘッド 

ఘ
、速度ヘッド ௩ഇ

మ

ଶ
 、位置ヘッド zの和であり、

𝐻 =
𝑝

𝜌𝑔
+

𝑣ఏ
ଶ

2𝑔
+ 𝑧          ( 半径方向に 𝐻 は変化する。 )

したがって、圧力ヘッド、速度ヘッドは次式となる。
𝑝

𝜌𝑔
=

𝑟𝜔 ଶ

2𝑔
,  

𝑣ఏ
ଶ

2𝑔
=

𝑟𝜔 ଶ

2𝑔
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𝑑𝐻

𝑑𝑟
=

𝑣ఏ

𝑔

𝑣ఏ

𝑟
+

𝑑𝑣ఏ

𝑑𝑟
    ( A )

自由渦運動 【外部とのエネルギーの授受がない流れ】
𝐻 =一定 なので、
𝑑𝐻

𝑑𝑟
= 0

したがって、( A )は
𝑣ఏ

𝑟
+

𝑑𝑣ఏ

𝑑𝑟
= 0

上式は変数分離型の微分方程式なので全微分に書き直すと、
𝑑𝑣ఏ

𝑣ఏ
+

𝑑𝑟

𝑟
= 0

これを解けば
ln 𝑟𝑣ఏ = C
すなわち、

𝑟𝑣ఏ = 𝑘,     𝑣ఏ =
𝑘

𝑟
𝑘:定数
となる。
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平行移動＋回転

強制渦運動

𝑣ఏ = 𝑟𝜔
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平行移動＋ひずみ

自由渦運動
（自由渦流れ）

𝑣ఏ =
𝑘

𝑟

ランキンの組合わせ渦運動

強制渦運動
𝑣ఏ = 𝑟𝜔
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𝑝 = 0

課題番号 FE1No07
問題1. 自由渦運動における自由表面の形状を求めよ。

𝑟 = ∞, 𝑧 = 0
自由表面 𝑝 = 0

𝑣ఏ
ଶ

2𝑔
+

𝑝

𝜌𝑔
+ 𝑧 = 𝐻

𝑣ఏ =
𝑘

𝑟
𝑘:定数とする。

課題番号 FE1No07
問題2. 強制渦運動における自由表面の形状を求めよ。

𝑝 = 0

𝑟 = 0, 𝑧 = 0
自由表面 𝑝 = 0

𝑣ఏ
ଶ

2𝑔
+

𝑝

𝜌𝑔
+ 𝑧 = 𝐻

流れの旋回速度𝑣ఏは、その角速度を𝜔（一定）
とすると、
𝑣ఏ = 𝑟𝜔
である。


