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流体工学I
No.06

流線方向の運動方程式
ベルヌイの式

（流れのエネルギー保存則）
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𝑑𝑚 ȉ 𝛼௦ = 𝑝𝑑𝐴 − 𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 𝑑𝐴 − 𝑑𝑚 ȉ 𝑔 cos 𝜃

𝑑𝑚 𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑠
+

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝐴 − 𝑑𝑚 ȉ 𝑔

𝑑𝑧

𝑑𝑠

𝜃
𝑑𝑠

𝑑𝑧

𝜕

𝜕𝑠

𝑣ଶ

2
=

𝜕

𝜕𝑣

𝑣ଶ

2

𝜕𝑣

𝜕𝑠
= 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑠

定常・非圧縮性流体
𝑑

𝑑𝑠

𝑝

𝜌
+

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧 = 0

𝑝

𝜌
+

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧 =一定      ( 𝑚ଶ/𝑠ଶ)

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+

𝜕

𝜕𝑠

𝑣ଶ

2
+ 𝑔

𝜕𝑧

𝜕𝑠
+

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0

ベルヌーイの式

𝑑𝑚 𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑠
+

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝐴𝑑𝑚 ȉ 𝑔

𝑑𝑧

𝑑𝑠
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2 cm

φ4 cm

R 4 cm
0.6 cm/s

断面を通過する流体の流量 Q = 断面積 A ×断面に垂直な流速 V

（A）水深 2 cm の広い水槽の中央に直径 4 cm のパイプ
が接続されており、そこから一様流速で水が流出してる。
流量を求めなさい。なお、パイプの中心軸から半径 4 
cm の断面における流体の速度は周方向・深さ方向に一
様で 0.6 cm/s である。

課題番号 FE1No06
質量保存則

𝑣 × ∆t

𝐴 =
𝜋𝑑ଶ

4

𝑑

𝐴ଵ =
𝐴

cos 𝜃

𝜃

𝑣
𝑣

ヒント ∆t間に断面を通過する体積を比較する。

（B）直径 d の円管内を一様流速 v の水
が流れている。連続の式を用いないで、
管軸に対しθ傾けた断面を通過する流量
が vAとなることを導きなさい。
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ベルヌイの式
（流れのエネルギー保存則）

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+

𝜕

𝜕𝑠

𝑣ଶ

2
+

𝜕

𝜕𝑠
𝑔𝑧 +

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0

𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
𝜕

𝜕𝑠

𝑝

𝜌
+

𝜕

𝜕𝑠

𝑣ଶ

2
+

𝜕

𝜕𝑠
𝑔𝑧 +

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0

0

𝑠

𝑝௦, 𝑣௦, 𝑧௦ 

𝑝, 𝑣, 𝑧 

𝜕

𝜕𝑠

𝑝

𝜌
+

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧 +

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0

න
𝜕

𝜕𝑠

𝑝

𝜌
+

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧 𝑑𝑠

௦



+ න
𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦



=
𝑝

𝜌
+

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧

௦

−
𝑝

𝜌
+

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧



+ න
𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦
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ఘ
 の単位をSIの基本単位で表すと

𝑃𝑎

𝑘𝑔 𝑚ଷ⁄
=

𝑁 𝑚ଶ⁄

𝑘𝑔 𝑚ଷ⁄
=

𝑁 ȉ 𝑚

𝑘𝑔

=
𝐽

𝑘𝑔

=
𝑘𝑔 ȉ 𝑚 𝑠ଶ⁄ ȉ 𝑚

𝑘𝑔
=

𝑚ଶ

𝑠ଶ

0

𝑠

𝑝௦, 𝑣௦, 𝑧௦ 

𝑝, 𝑣, 𝑧 

𝑝

𝜌
+

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧 + න

𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦



=
𝑝

𝜌
+

𝑣
ଶ

2
+ 𝑔𝑧

𝑝௦, 𝑣௦, 𝑧௦ は、それぞれ𝑝, 𝑣, 𝑧 
と置いている。

  𝑧  ด

位置ヘッド
+   

𝑝

𝜌𝑔
  

ถ

圧力ヘッド

+   
𝑣ଶ

2𝑔
  

ฑ
速度ヘッド

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑚

  𝑔𝑧  ถ

位置エネルギ
+   

𝑝

𝜌
  

ด

圧力の押込み仕事

+   
𝑣ଶ

2
  

ฑ
運動エネルギ

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝐽 𝑘𝑔⁄

𝜌𝑔𝑧  ถ

位置エネルギ
の圧力

+ 𝑝⏟

静圧

ピエゾ圧
+

𝜌𝑣ଶ

2
  

ฑ
動圧

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  𝑃𝑎

9

10

ando
Line

ando
Textbox
全圧
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6

圧力の押し込み仕事（W）

𝑝𝑑𝐴 × 𝑣 =
𝑝

𝜌
× 𝜌𝑣𝑑𝐴

𝜌𝑣𝑑𝐴 : 断面Aを通過する質量流量



ఘ
（ J/kg）断面A

𝑠

𝑑𝑠

𝑝𝑑𝐴

𝑣

𝑑𝑡間に移動

断面A

圧力pにより
𝑝

𝜌
× 𝜌𝑣𝑑𝐴

の仕事をされる。

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+

𝜕

𝜕𝑠

𝑣ଶ

2
+

𝜕

𝜕𝑠
𝑔𝑧 = 0

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+

𝜕

𝜕𝑠

𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧 = 0

න
𝑑𝑝

𝜌

ଶ

ଵ

+
𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧

ଶ

−
𝑣ଶ

2
+ 𝑔𝑧

ଵ

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

1

2

𝑣ଵ, 𝜌ଵ, 𝑝ଵ,
𝑧ଵ

𝑣ଶ, 𝜌ଶ, 𝑝ଶ,
𝑧ଶ

基準位置

𝑔

න
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠

ଶ

ଵ

𝑑𝑠 = න
𝑑𝑝

𝜌

ଶ

ଵ
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えるエネルギ𝐸௦

抽出されるエネルギ𝐸௦௧

水車

 kg 𝑠⁄

𝜌𝑄
𝑝ଵ

𝜌
+

𝑣ଵ
ଶ

2
+ 𝑔𝑧ଵ + 𝜌𝑄𝐸௦ = 𝜌𝑄

𝑝ଶ

𝜌
+

𝑣ଶ
ଶ

2
+ 𝑔𝑧ଶ + 𝜌𝑄𝐸௦௧

 J 𝑠⁄  = W

𝜌𝑄 = 𝜌𝐴ଵ𝑣ଵ = 𝜌𝐴ଶ𝑣ଶ

kg 𝑠⁄

𝐴ଵ

𝐴ଶ

𝑔

この図と式を
覚えることが
重要。

 𝐽 𝑘𝑔⁄  

𝑝

𝜌
+

𝑢
ଶ

2
+ 𝑔𝑧 =

𝑝

𝜌
+

𝑢
ଶ

2
+ 𝑔𝑧

𝑧 = 𝑧

𝑝

𝜌𝑔
=

𝑝

𝜌𝑔
+

𝑢ଶ

2𝑔
𝑝 = 𝜌𝑔ℎ

𝑢 =
ଶ

ఘ
𝑝 − 𝑝 ( 3.18 )

𝑝

ℎ
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基準面

等しい圧力
ℎ



𝑝 + 𝜌𝑔 ℎ − ℎ + 𝜌ᇱ𝑔ℎ
= 𝑝 + 𝜌𝑔ℎ

𝑝 − 𝑝 = 𝜌𝑔 ℎ − ℎ + 𝜌ᇱ𝑔ℎ − 𝜌𝑔ℎ

= 𝜌ᇱ − 𝜌 𝑔ℎ

𝑢 =
2

𝜌
𝑝 − 𝑝 = 2𝑔

𝜌ᇱ

𝜌
− 1 ℎ

15
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9

𝑝ଵ

𝜌
+

𝑣ଵ
ଶ

2
+ 𝑔𝑧ଵ =

𝑝ଶ

𝜌
+

𝑣ଶ
ଶ

2
+ 𝑔𝑧ଶ

𝑧ଵ − 𝑧ଶ = ℎ
𝑣ଵ = 0, 𝑝ଵ = 𝑝ଶ = 0

𝑣ଶ = 2𝑔 𝑧ଵ − 𝑧ଶ = 2𝑔ℎ

基準面

𝑝ଵ

𝜌
+

𝑣ଵ
ଶ

2
+ 𝑔𝑧ଵ =

𝑝ଶ

𝜌
+

𝑣ଶ
ଶ

2
+ 𝑔𝑧ଶ

𝑧ଵ = 𝑧ଶ = ℎ

流量
𝑄 = 𝐴ଵ𝑣ଵ = 𝐴ଶ𝑣ଶ

𝑣ଵ =
𝐴ଶ

𝐴ଵ
𝑣ଶ

ベルヌーイの式から

𝑣ଶ
ଶ − 𝑣ଵ

ଶ =
2

𝜌
𝑝ଵ − 𝑝ଶ

𝑣ଶ
ଶ 1 −

𝐴ଶ

𝐴ଵ

ଶ

=
2

𝜌
𝑝ଵ − 𝑝ଶ

𝑣ଶ =
1

1 − 𝐴ଶ 𝐴ଵ⁄ ଶ

2

𝜌
𝑝ଵ − 𝑝ଶ

𝑄 =
𝐴ଶ

1 − 𝐴ଶ 𝐴ଵ⁄ ଶ

2

𝜌
𝑝ଵ − 𝑝ଶ

基準面

等しい圧力

ℎ
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𝑝ଵ + 𝜌𝑔ℎ = 𝑝ଶ + 𝜌𝑔 ℎ − ℎ + 𝜌ᇱ𝑔ℎ
𝑝ଵ − 𝑝ଶ = 𝜌𝑔 ℎ − ℎ + 𝜌ᇱ𝑔ℎ − 𝜌𝑔ℎ

= 𝜌ᇱ − 𝜌 𝑔ℎ

𝑣ଶ =
1

1 − 𝐴ଶ 𝐴ଵ⁄ ଶ
2𝑔

𝜌ᇱ

𝜌
− 1 ℎ

𝑄 =
𝐴ଶ

1 − 𝐴ଶ 𝐴ଵ⁄ ଶ
2𝑔

𝜌ᇱ

𝜌
− 1 ℎ

基準面

等しい圧力

ℎ


流線に沿った座標 s と直交座標( x, y ) の関係は

19

20



Cre
at
ed

 in
 M

as
te
r P

DF 
Ed

ito
r

Cre
at
ed

 in
 M

as
te
r P

DF 
Ed

ito
r

2023/5/25

11

この式を記憶するの
ではなく、導けるこ

とが必要。

T = 273.15 + t  K

(2)求める文字変数を左辺に出
した式を導く
(3)右辺に(2)の右辺と同じ並
びで数値を代入した式を書く
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(2)求める文字変数を左辺に出
した式を導く
(3)右辺に(2)の右辺と同じ並
びで数値を代入した式を書く

課題番号 FE1No06
演習問題3.12
演習問題3.13
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基準面

基準面は水面、または代表の管軸に定める。
定めた基準面によって位置ヘッドは異なる。

MODE

課題4.で必要な関数電卓の機能
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基準面

基準面は水面、または代表の管軸に定める。
定めた基準面によって位置ヘッドは異なる。

29


